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Correction Feuille Exercice 23

¢ Montrer qu’on a une fonction de répartition

Exercice 7

Les applications suivantes sont-elles linéaires 7 Déterminer Ker(f) puis Im(f) lorsqu’elles le sont.

My (R) — M3 (R)
1. fi: x 4x — 6y
( Y > — ( 2z — 3y

On montre que f; est une application linéaire.

X

Soient X = ( ) c MQJ(R), Y = ( % ) c Mg’l(R) et A € R.

X2 Yo

A(Az1 +y1) — 6(Aza + o)
HAX+Y) = ( 2(Axy + Zl) —3(Axe + Z?jz) )

. 4/\1’1 + 4y1 - 6)\1’2 - 6y2
o\ 2 x4+ 2y — 3w — 3y

_ )\(45(]1 — 6[E2) + 4y1 - 6y2
)\(21‘1 — 3$2) + 2y1 — 3y2

B Az, — 624 4y — 6y
_>\< 221 — 322 >+ ( 2y1 — 3y»

= A1(X) + f1(Y)

‘L’application f1 est une application linéaire. ‘

X1

Détermination de Ker(f;) : Soit X = < ) € Ker(f1) On a donc le systeme

X2

X € Ker(f1) = f1i(X) =0

41‘1 — 61’2 =0
2[1’31 — 31’2 =0

B 41 — 6y =0
0 =0 Lo+ 2Ly— 14
3
_ I —51’2
0 =0 Lo+ 2Ly—1,4

On conclut que

Ker(f)) = {( 3;;2 ) s ER} :vm{(

Applications linéaires.

—Now
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——
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Détermination de I'm(f;) : On considere e; = ( (1) > et ey = ( (1) ) On calcule

nen=(3)  le={ 5
wrerel(£) ()
(

On détermine une base de I'm(f;). La famille (( ;l ) ,

D’apres le cours,

)) étant une famille génératrice de
f1, il suffit de trouver une famille libre. Or, ;L

-6\ 3
-3 ) 2
liée (en effet les vecteurs sont colinéaires). On a donc

). Ceci montre que la famille est

(g = veer {

DN
N———
——

My (R) — M1 (R)
sl
f’ T T1 — To + T3+ X4
z x2 — T1+ 219 — x4
3 I1+ZE2+3ZE3—3$4
LTy

On montre que f5 est une application linéaire.

L1 Y1

Soient X = iz € M471(R), Y = zz € M471(R) et A € R.
3 3
T4 Ya

(Ar1 +y1) — (A2 +y2) + (Av3 + y3) + (A14 + Ya)
LAX +Y) = (A1 4+ 1) +2(Aw2 +y2) — (Avs + y4))
(A1 + 1) + (A2 + o) + 3(Aw3 + y3) — 3(A\zy + ya)

)\x1+y1 —)\.’132 —y2+/\:c3+y3+>\:c4+y4

= ATy + Y1 + 2A\x9 + 2ys — Ay — y4)

)\.Tl + 1y + )\xg + Yo + 3/\$3 + 3y3 — 3)\1’4 — 3y4
Mxy — 22+ w3+ 24) + (11 — Y2 + Y3+ Ya)

= ANy + 219 — x4) + Y1+ 2Y2 — Ya

M@y + x9 + 3ws — 3x4) +y1 +y2 + 3ys — 3y

T1— To+ 23+ 14 Y1 — Y2+ ys+ys
=\ T+ 229 — T4 + Y1+ 2y2 — Ya
T, + 29 + 313 — 334 Y1+ Y2 + 3ys — 3y

= Ma(X) + fo(Y)

‘L’application f2 est une application linéaire.

Applications linéaires. M Leboucher
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X

X2

Détermination de Ker(fs) : Soit X = € Ker(f2) On a donc le systeme

€3
Tyq

X e Ke’l“(f2> = fQ(X) =0

T — o+ T3+ 24 =0
== LL’1+2.7}2—I4 =0
1+ 2o +3x3 324 =0

$1—1’2+$3+I4 =0

= 3Ty — T3 — 224 =0 Lo+ Ly—14
21’2+2$3—4$4 =0 Lg(—Lg—Ll

Ty —xetr3+mxy =0

= 3.’£2 — T3 — 2$4 =0
8%3 — 81y =0 L3 — 3L3 — 2L2

T = —T4
= T2 =4
T3 = T4
On conclut que
—XT4 -1
Ker(fs) = T , xye€RP =Vect !
Ty 1
Ty 1
1 0 0 0
, e s 0 1 0 0
Détermination de Im(f;) : On considere e; = o le=lole=11 et ey = 0
0 0 0 1
On calcule
1 -1 1 1
faler) =1 1 faleg) = | 2 falez) =1 0 fales) = | —1
1 1 3 -3
D’apres le cours,
1 -1 1 1
Im(fs) = Vect 1, 2 |,]0/{,[ —1
1 1 3 -3
1 —1 1 1
On détermine maintenant une base de Im(fs). La famille 11, 2 0 01, -1 est
1 1 3 -3

une famille génératrice de Im(f2). Mais est-elle libre ?

Applications linéaires. M Leboucher
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Soient A1, Ao, A3, Ay € R tel que

1 -1 1 1 A=A+ A3+ A=0
)\1 1 +)\2 2 +)\3 0 —|—)\4 -1 :0<:> )\1+2)\2—/\4:0
1 1 3 -3 /\1+)\2+3/\3—3)\4:0

)\1 - —)\4
= A=\
A3 = Mg

On reconnait le systéme calculé précédemment (en remplagant les lettre z1, x9, T3 et x4 par A1, Ay, A3
et A\4). En posant par exemple \; =1 ona A3 =1et \y =1 et \; = —1, ainsi

L)L) () ee () ) 2)

1
Ainsi le vecteur | —1 | est une combinaison linéaire des vecteurs | 1

el () 9)

On vérifie que cette nouvelle famille est libre. Soient i, Aa, A3 € R tels que

1 —1 1 )\1—>\2+)\3:0
A 1 + A9 2 +/\3 0 =0<= A +2 =0
1 1 3 M+ X2 +3\=0

[ —
~_
~
l—\l\Dl
—_
~_

(@}

=
—
w O =
~_

@)

]

en déduit que

/\1:0
= (A =0
)\3:0

1 —1 1
La famille (( 1 ) , ( 2 ) : ( 0 )) est une base de I'm(fs).
1 1 3

Applications linéaires. M Leboucher
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MgJ(R) — Mg,l(R)

3. fy T rTH+y+=z
IR Y — T+y+z
z r+y—+z

On montre que f3 est une application linéaire.

1 Y1
Soient X = | =3 | e M31(R), Y = | yo | € M31(R) et A e R.
T3 Y3

ATy + 1+ (Mg + y2) + (Ax3 + y3)
sAX 4+Y) = Azy+y1 + (Ave +y2) + (Az3 +y3))
Az 4+ y1 + (Mg + ) + (Az3 + y3)
Mzy+ 22 +23) +y1 + 2 + U3
= Mxi+2o+23) +11 +v2 +ys
Mz + 20 +23) + 91 + 12+ U3

T1+ T2 + X3 Y1+ Y2+ ys
=N v1+xetas |+ y1+y2+ys
T1 4+ o + X3 Y1 +Y2+Ys3

= Af3(X) + f3(Y)

‘L’application f3 est une application linéaire.

x
Détermination de Ker(f;) : Soit X = | y | € Ker(f;) On a donc le systeme
2
X € Ker(fs) = f3(X) =0
r+y+z =0
=Qz+y+z =0
r+y+z =0
r+y+z =0
=<0 =0 L2 <— L2 — Ll
0 =0 L3 — L3 — L1

) =-y—2z
o =0 Ly« 2L,— I,

On conclut que

-y —z —1 —1
Ker(fs) = Y , (y,2) e R*} = Vect 1 1,1 0
Z 0 1
1 0 0
Détermination de Im(f3) : On consideree; = | 0 |,ea=| 1 | eteg=| 0 |. On calcule
0 0 1
1 1 1
f3(€1) = 1 f3(€2) = 1 f3(€3) = 1
1 1 1

Applications linéaires. M Leboucher
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D’apres le cours,

1 1 1 1
Im(f3) = Vect L], 1],]1 = Vect 1
1 1 1 1

(Car il est clair que les vecteurs sont liés)

Applications linéaires. M Leboucher
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MgJ(R) — Mg,l(R)

) x THYy—=z
4 fas Y — 20 +y — 3z
z 3r + 2y — 4z

On montre que f; est une application linéaire.

1 Y1
Soient X = To € Mgﬂ(R), Y = Yo € M371(R) et A € R.
T3 Y3

Az +y1 + (A2 4 y2) — (Axs + y3)
LOAX +Y) =] 20021 +y1) + (A2 + y2) — 3(Az3 + y3))
3(Azy +y1) + 2(Awo + y2) — 4(Aw3 + y3)

ATy + Y1 + ATy + Y2 — A3 — Y3
= 2 x1 + 2y + Axg + Yo — 3Ax3 — 33
3)\331 + 33/1 + 2)\1‘2 + 2y2 — 4)\1’3 — 4y3

Mxy 4+ 20 —23) + 91 + Y2 — U3
= A2z + g — 3x3) + 21 + Y2 — 33
A(Bxy + 229 — 4x3) + 3y1 + 2y2 — 4y

1+ X0 — 3 Y1+ Y2 — Vs
=A| 2z +w2—3x3 |+ | 2y +y2—3y3
3I1 —+ 2$2 — 4.1‘3 3y1 + 2y2 — 4y3

= Aa(X) + fu(Y)

‘L’application f1 est une application linéaire.

T
Détermination de Ker(fy) : Soit X = [ y | € Ker(fs;) On a donc le systeme
z
X € KGT‘(f4) = f4(X) =0
rT+Yy—=z =0

=2z +y—-3z =0
r+2y—4z =0
rty—=z =0
= -y —z =0 Lg(—L2—2L1
-y —z =0 L3<—L3—3L1

rT+y—=z =0
= —y—z =0
0 =0 L3 — L3 — L2
r =2z
0 =0 L3 — L3 — L2
On conclut que
2z 2
Ker(f,) = —z |, zeR,="Vect -1
z 1

Applications linéaires. M Leboucher
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1 0 0
Détermination de Im(fs) : On considéere e =| 0 |,ea=| 1 |etes=| 0 [. On calcule
0 0 1

1 1 -1
faler) = ( 2 ) fa(e2) = ( 1 ) fa(es) = ( —3 )
3 2 —4
1 1 -1
Im(fy) = Vect 2 1, 1], -3
2]

1 1 -1
On détermine maintenant une base de I'm(f,). La famille ( 2, ( 1 ) ) ( -3 ) est une fa-
3

D’apres le cours,

mille génératrice de I'm(fy). Mais est-elle libre ?

Soient A1, Aa, A3 € R tel que

1 1 -1 M+ A—A3=0
A 2 + Ay 1 —f-)\g -3 =0« 2)\1+/\2—3>\3:0
3 2 —4 M +2X — 43 =0
A= 2)3
= (A= — )3
0=0
On reconnait le systéme calculé précédemment (en remplagant les lettre z,y et z par Aj, Ag et A3).
En posant par exemple A3 =1 on a \y = —1 et A\; = 2, ainsi
1 1 -1 -1 1 1
212 |- 1 |+ 3 |=0&|-3|=[1]-2]2
3 2 —4 —4 2 3
-1 1 1
Ainsi le vecteur | —3 | est une combinaison linéaire des vecteurs | 1 | et | 2 |. On en déduit
—4 2 3
que
1 1
Im(fy) = Vect 2,11
3 2

On vérifie que cette nouvelle famille est libre. Soient A;, Ay € R tels que

1 1 A +A=0
Al(g)m(l)o:} 0

3 2 31 +2X =0
AM+XA=0
= A =0 Lo« Ly—2[4
—X=0 L3g<+ L3—3L4
= AN =X=0

Applications linéaires. M Leboucher
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1 1
La famille 2 1,1 est une base de I'm(fy).
3 2

Exercice 8
Soit A une matrice de M3(R). On considére 'application ® définie par

P - Mg’l(R) — Mg,l (R)
' X — AX
1. Soient X,Y € M3;(R) et A € R. On calcule

DX +Y) = ANX +Y)
— MAX + AY
= AO(X) + B(Y)

Donc,

‘L’application ® est linéaire. ‘

2. Dans un premier temps, on suppose que Ker(®) = {0}.
On résout le systeme

AX=0=P(X)=0
= X € Ker(®)
— X =0
—> Le systéme est de Cramer

= La matrice A est inversible

On a montré que Ker(®) = {0} = A est inversible.

On suppose maintenant que A est inversible. Soit X € Ker(®). On a alors

P(X)=0= AX =0
— A TAX =410
= X =0

Donc Ker(®) = {0} <= A est inversible. Finalement,

Ker(®) = {0} <= A est inversible.

Applications linéaires. M Leboucher



